
Γραµµικη Αλγεβρα ΙΙ
Ασκησεις - Φυλλαδιο 9

∆ιδασκοντες: Ν. Μαρµαρίδης - Α. Μπεληγιάννης

Βοηθοι Ασκησεων: Χ. Ψαρουδάκης

Ιστοσελιδα Μαθηµατος :

http://users.uoi.gr/abeligia/LinearAlgebraII/LAII.html

13 - 6 - 2012

΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

a 4 4
4 8 8
4 8 b


(1) Να προσδιορισθούν οι αριθµοί a, b, έτσι ώστε ο πίνακας A να έχει ως ιδιοτιµή το 0 µε

πολλαπλότητα 2.
(2) Για τις τιµές των a, b που ϑα ϐρείτε, να υπολογίσετε ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας

P−1 ·A · P να είναι διαγώνιος.
(3) Να υπολογίσετε τον πίνακα Am, ∀m ≥ 1.

Λύση. (1) Ο πίνακας A είναι συµµετρικός και άρα διαγωνοποιείται.
Προφανώς το λ = 0 είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνον αν το οµογενές σύστηµαa 4 4

4 8 8
4 8 b

 ·
xy
z

 = 0 ·

xy
z

 =

0
0
0

 (Σ)

έχει µη-µηδενικές λύσεις. Επιπλέον επειδή ο ιδιοχώρος V(0) ο οποίος αντιστοιχεί στην
ιδιοτιµή λ = 0 συµπίπτει µε το σύνολο λύσεων Λ(Σ) του (Σ), ϑα έχουµε ότι : ο πίνακας A
ως ιδιοτιµή το 0 µε πολλαπλότητα 2 αν και µόνον αν

dimR V(0) = 2 ⇐⇒ dimR Λ(Σ) = 2 ⇐⇒ 3− r(A) = 2 ⇐⇒ r(A) = 1

΄Αρα ϑέλουµε όλες οι ελάσσονες ορίζουσες δεύτερης τάξης του πίνακα A να είναι µηδέν,
δηλαδή: 

∣∣∣∣a 4
4 8

∣∣∣∣ = 8a− 16 = 0 =⇒ a = 2

∣∣∣∣8 8
8 b

∣∣∣∣ = 8b− 64 = 0 =⇒ b = 8

Συνεπώς για a = 2 και b = 8 έχουµε dimV(0) = 2.
(2) Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

2 4 4
4 8 8
4 8 8


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε :
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PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 4 4

4 8− λ 8
4 8 8− λ

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2−Σ3

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 4

4 −λ 8
4 λ 8− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 4

4 −1 8
4 1 8− λ

∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+Γ3

λ

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 4

8 0 16− λ
4 1 8− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)

∣∣∣∣2− λ 4
8 16− λ

∣∣∣∣ = (−λ)
(
(2− λ)(16− λ)− 32

)
= (−λ)(λ2 − 18λ) = −λ2(λ− 18)

Συνεπώς οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 0 πολλαπλότητας δύο (όπως ακριβώς περιµέναµε) και
λ2 = 18 πολλαπλότητας ένα. Για τον ιδιόχωρο V(0) λύνουµε το παρακάτω οµογενές
σύστηµα: 2 4 4

4 8 8
4 8 8

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = −2y − 2z

και άρα

V(0) =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = −2y − 2z
}

=
{

(−2y − 2z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R
}

=
{
y(−2, 1, 0) + z(−2, 0, 1) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
= 〈(−2, 1, 0), (−2, 0, 1)〉

Το σύνολο {(−2, 1, 0), (−2, 0, 1)} αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου V(0) που δεν είναι
ορθογώνια όµως διότι 〈(−2, 1, 0), (−2, 0, 1)〉 = 4 6= 0. Για να ϐρούµε µια ορθοκανονική
ϐάση του V(0) εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε ~x1 = (−2, 1, 0) και ~x2 = (−2, 0, 1). Τότε ~y1 = ~x1 = (−2, 1, 0) και

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

· ~y1 = (−2, 0, 1)− 〈(−2, 0, 1), (−2, 1, 0)〉
〈(−2, 1, 0), (−2, 1, 0)〉

· (−2, 1, 0)

= (−2, 0, 1)− 4

5
· (−2, 1, 0)

= (−2

5
,−4

5
, 1)

Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων ~y1 και ~y2:

‖~y1‖ = ‖(−2, 1, 0)‖ =
√
〈(−2, 1, 0), (−2, 1, 0)〉 =

√
5

‖~y2‖ = ‖(−2

5
,−4

5
, 1)‖ =

√〈
(−2

5
,−4

5
, 1), (−2

5
,−4

5
, 1)
〉

=

√
45

25
=

3√
5

Τότε η ορθοκανονική ϐάση του V(0) είναι

ΟΚΒ :
{
~z1, ~z2

}
=
{
~z1 =

~y1

‖~y1‖
, ~z2 =

~y2

‖~y2‖
}

=
{

(− 2√
5
,

1√
5
, 0), (− 2

3
√

5
,− 4

3
√

5
,

√
5

3
)
}
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Για τον ιδιόχωρο V(18) έχουµε το σύστηµα:

−16 4 4
4 −10 8
4 8 −10

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒


−4x+ y + z = 0

2x− 5y + 4z = 0

2x+ 4y − 5z = 0

=⇒

 −4x+ y + z = 0

2x− 5y + 4z = 0

Αν λύσουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς y και αντικαταστήσουµε στη δεύτερη ϐρίσκουµε
x = z

2 και τότε έπεται ότι y = z. ΄Αρα

V(18) =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x =
z

2
και y = z

}
=

{
(
z

2
, z, z) ∈ R3 | z ∈ R

}
=

{
z(

1

2
, 1, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
= 〈(1, 2, 2)〉

Εποµένως µια οροκανονική ϐάση του V(18) είναι το σύνολο{
~z3

}
=
{ (1, 2, 2)

‖(1, 2, 2)‖
}

=
{

(
1

3
,
2

3
,
2

3
)
}

Τότε έχουµε τον ορθογώνιο πίνακα

P =

−
2√
5
− 2

3
√

5
1
3

1√
5
− 4

3
√

5
2
3

0
√

5
3

2
3


έτσι ώστε

tP ·A · P =

0 0 0
0 0 0
0 0 18

 =⇒ A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

 · tP
και άρα ο πίνακας P−1 ·A · P είναι διαγώνιος.

(3) Για κάθε m ≥ 1 έχουµε :

A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

·tP =⇒ Am = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

m

·tP = · · · = 18m−1·

2 4 4
4 8 8
4 8 8

 2

΄Ασκηση 2. Να πρσδιορισθεί ο αριθµός a έτσι ώστε ο πίνακας

A =

 1 a −a
a 4 −4
−a −4 4


να είναι µη-αρνητικός.

Λύση. Ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός αν και µόνο αν οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι ≥ 0.
΄Εχουµε :



4

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ a a

a 4− λ −4
−a −4 4− λ

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3+Γ2

∣∣∣∣∣∣
1− λ a −a

a 4− λ −4
0 −λ −λ

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ a −a

a 4− λ −4
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ3

(−λ)

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2a −a

a 8− λ −4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)

∣∣∣∣1− λ 2a
a 8− λ

∣∣∣∣ = (−λ)(λ2 − 9λ+ 8− 2a2)

= (−λ)
(
λ−

(9

2
+

√
49 + 8a2

2

))(
λ−

(9

2
−
√

49 + 8a2

2

))
Εποµένως έχουµε τις ιδιοτιµές :

λ1 = 0, λ2 =
9

2
+

√
49 + 8a2

2
> 0, λ3 =

9

2
−
√

49 + 8a2

2

και πρέπει λ3 ≥ 0, δηλαδή

9 ≥
√

49 + 8a2 =⇒ 81 ≥ 49 + 8a2 =⇒ 8a2 ≤ 32 =⇒ a2 ≤ 4 =⇒ (a+ 2)(a− 2) ≤ 0

=⇒ −2 ≤ a ≤ 2

΄Αρα ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός αν και µόνο αν −2 ≤ a ≤ 2.

∆εύτερος Τρόπος: ΄Εχουµε :

A ≥ 0 ⇐⇒


|A1| ≥ 0

|A2| ≥ 0

|A3| = |A| ≥ 0

⇐⇒



|A1| = 1 > 0

|A2| =
∣∣∣∣1 a
a 4

∣∣∣∣ = 4− a2 ≥ 0 ⇐⇒ −2 ≤ a ≤ 2

|A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 a −a
a 4 −4
−a −4 4

∣∣∣∣∣∣ = 0

και άρα A ≥ 0 αν και µόνο αν −2 ≤ a ≤ 2. 2

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 9
2 0 −7

2
0 −1 0
−7

2 0 9
2


Να ϐρεθεί πίνακας B ∈M3×3(R), έτσι ώστε : B3 = A.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
9
2 − λ 0 −7

2
0 −1− λ 0
−7

2 0 9
2 − λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣92 − λ −7
2

−7
2

9
2 − λ

∣∣∣∣ = (−1− λ)
(
(
9

2
− λ)2 − 49

4

)
= (−1− λ)(

9

2
− λ+

7

2
)(

9

2
− λ− 7

2
) = (−1− λ)(8− λ)(1− λ)
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΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι : λ1 = 1, λ2 = 8, λ3 = −1 πολλαπλότητας ένα. Στη συνέ-
χεια υπολογίζουµε εύκολα ορθοκανονικές ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιοχώρους. Βρίσκουµε :

V(1) =
{
x


√

2
2
0√
2

2

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
〈

√
2

2
0√
2

2

〉

V(−1) =
{
x

0
1
0

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
〈0

1
0

〉

V(8) =
{
x

−
√

2
2
0√
2

2

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
〈−

√
2

2
0√
2

2

〉
Τότε υπάρχει ο ορθογώνιος πίνακας

P =


√

2
2 0 −

√
2

2
0 1 0√
2

2 0
√

2
2


έτσι ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 =⇒ A = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 · tP
Θέτουµε

B = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 · tP = · · · =

 3
2 0 −1

2
0 −1 0
−1

2 0 3
2


Τότε

B3 = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

3

· tP = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 · tP = A

και άρα πράγµατι ϐρήκαµε πίνακα B ∈M3×3(R), έτσι ώστε : B3 = A. 2

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 3 0 −1
0 2 0
−1 0 3


(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι ϑετικός.
(2) Να ϐρείτε συµµετρικό και αντιστρέψιµο πίνακα B έτσι ώστε : A = B2.

Λύση. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 −1

0 2− λ 0
−1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)

∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = · · · = −(λ− 2)2(λ− 4)
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΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακαA είναι : λ1 = 2 > 0 πολλαπλότητας δυο και λ2 = 4 > 0 πολλαπλότη-
τας ένα. Εποµένως ο πίνακας A είναι ϑετικός. Στη συνέχεια υπολογίζουµε εύκολα ορθοκανονικές
ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιοχώρους. Βρίσκουµε :

V(2) =
{xy

x

 ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=
{
x ·

1
0
1

+ y ·

0
1
0

 ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=
〈1

0
1

 ,

0
1
0

〉
Το παραπάνω σύνολο διανυσµάτων αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου V(2) που είναι ορθογώνια.
΄Αρα µια ορθοκανονική ϐάση του V(2) αποτελεί το σύνολο

{
~ε1 =


1√
2

0
1√
2

 , ~ε2 =

0
1
0

}
Ακόµα υπολογίζουµε :

V(4) =
{−x0

x

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
{
x ·

−1
0
1

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
〈−1

0
1

〉
και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιοχώρου V(4) είναι

{
~ε3 =

−
1√
2

0
1√
2

}
Τότε υπάρχει ο ορθογώνιος πίνακας

P =


√

2
2 0 −

√
2

2
0 1 0√
2

2 0
√

2
2


έτσι ώστε

tP ·A · P =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 =⇒ A = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP
Θεωρούµε το πίνακα

B = P ·

√2 0 0

0
√

2 0
0 0 2

 · tP = · · · =


√

2
2 + 1 0

√
2

2 − 1

0
√

2 0√
2

2 − 1 0
√

2
2 + 1


που είναι συµµετρικός και αντιστρέψιµος διότι

|B| = |P | ·

∣∣∣∣∣∣
√

2 0 0

0
√

2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ · |tP | = 4 6= 0

Τότε

B2 = P ·

√2 0 0

0
√

2 0
0 0 2

2

· tP = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP = A

και άρα ϐρήκαµε ένα συµµετρικό και αντιστρέψιµο πίνακα B ∈M3×3(R), έτσι ώστε : B2 = A. 2



7

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E

µια αυτοπροσαρτηµένη γραµµική απεικόνιση. Να δείξετε ότι αν fn = 0, τότε f = 0.(
fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f είναι η σύνθεση της f µε τον εαυτό της n-ϕορές

)
.

Λύση. ΄Εστω A ο πίνακας της f σε µια ορθοκανονική ϐάση B του E. Τότε ο πίνακας A είναι
συµµετρικός και από το Φασµατικό Θεώρηµα γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας P
έτσι ώστε

tP ·A · P =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λm


όπου λi οι ιδιοτιµές του πίνακα A, άρα και της f , και λi ∈ R. Τότε

(tP ·A · P )n = tP ·An · P =

λ
n
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λnm


όπου λni είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα An. Αφού fn = 0 έπεται ότι An = 0 και άρα λni = 0 για κάθε
1 ≤ i ≤ m. Τότε οι ιδιοτιµές λi = 0 και άρα A = 0. Εποµένως έχουµε : f = 0.

∆εύτερος Τρόπος: Από τοΦασµατικό Θεώρηµα υπάρχει ορθοκανονική ϐάσηB =
{
~e1, ~e2, · · ·~en

}
του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f :

f(~ei) = λi · ~ei, 1 ≤ i ≤ n

Τότε προφανώς : fk(~ei) = λki · ~ei, ∀k ≥ 1. Εποµένως ~0 = fm(~ei) = λmi · ~ei, 1 ≤ i ≤ n, και άρα
λmi = 0 ή ισοδύναµα λi = 0, 1 ≤ i ≤ n, διότι ~ei 6= ~0. Εποµένως f(~ei) = ~0, 1 ≤ i ≤ n. Τότε
f = 0 διότι η f µηδενίζει κάθε διάνυσµα της ϐάσης B. 2

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E

µια γραµµική απεικόνιση.

(1) Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση f ◦ f∗ : E −→ E είναι αυτοπροσαρτηµένη και
µη-αρνητική.

(2) Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση f ◦ f∗ είναι ϑετική αν και µόνον αν η f είναι
ισοµορφισµός.

Λύση. (1) Γνωρίζουµε ότι αν f, g : E −→ E είναι δυο γραµµικές απεικονίσεις, όπου (E, 〈 , 〉)
ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, τότε

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

και (f∗)∗ = f (δείτε τις Ασκήσεις 5 και 6 του Φυλλαδίου 8 στην Επίλυση Επιλεγµένων
Ασκήσεων). Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω έχουµε :

(f ◦ f∗)∗ = (f∗)∗ ◦ f∗ = f ◦ f∗

και άρα η f ◦ f∗ είναι αυτοπροσαρτηµένη. Επίσης για κάθε ~x ∈ E έχουµε :〈
(f ◦ f∗)(~x), ~x

〉
=
〈
f(f∗(~x)), ~x

〉
=
〈
f∗(~x), f∗(~x)

〉
= ‖f∗(~x)‖2 ≥ 0

Εποµένως η γραµµική απεικόνιση f ◦ f∗ είναι µη-αρνητική.
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(2) ΄Εστω ότι η f ◦ f∗ είναι ϑετική. Τότε για κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα ~x ∈ E έχουµε :〈
(f ◦ f∗(~x), ~x

〉
> 0 =⇒ ‖f∗(~x)‖2 > 0 =⇒ f∗(~x) 6= ~0, ∀~x 6= ~0 =⇒ Ker f∗ = {~0}

Συνεπώς η f∗ είναι ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : E −→ E έτσι
ώστε

g ◦ f∗ = IdE = f∗ ◦ g =⇒ (g ◦ f∗)∗ = (IdE)∗ = (f∗ ◦ g)∗ =⇒

f ◦ g∗ = IdE = g∗ ◦ f

Εποµένως η f είναι ισοµορφισµός.
Αντίστροφα υποθέτουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός. Τότε όπως παραπάνω έχουµε ότι και

η f∗ είναι ισοµορφισµός. Τότε για κάθε ~x ∈ E µε ~x 6= ~0 ϑα έχουµε ‖f∗(~x)‖ 6= 0, και άρα:

‖f∗(~x)‖2 > 0 =⇒
〈
(f ◦ f∗)(~x), ~x

〉
> 0

΄Αρα η f ◦ f∗ είναι ϑετική. 2

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ∈ Mn×n(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας. Να δείξετε ότι υπάρχει ορθογώ-
νιος πίνακας P και πίνακας B µε την ιδιότητα ο πίνακας B2 να είναι διαγώνιος, έτσι ώστε :

P−1 ·B · P = A

Λύση. ΄Εστω A ∈ Mn×n(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας, δηλαδή tA = −A. Τότε ο πίνακας
A2 είναι συµµετρικός αφού

t(A2) = t(A ·A) = tA · tA = (−A) · (−A) = A2

Συνεπώς από το Φασµατικό Θεώρηµα υπάρχει ορθογώνιος πίνακας Q έτσι ώστε

tQ ·A2 ·Q = ∆ =⇒ A2 = Q ·∆ · tQ

όπου ∆ είναι ένας διαγώνιος πίνακας και ϑέτουµε P = Q−1 = tQ. ΄Αρα

P ·A2 · P−1 = ∆ (∗)

και ϑεωρούµε το πίνακα

B = P ·A · P−1

Τότε έχουµε :

P−1 ·B · P = P−1 · (P ·A · P−1) · P = (P−1 · P ) ·A · (P−1 · P ) = A

και

B2 = (P ·A · P−1) · (P ·A · P−1) = P ·A2 · P−1 (∗)
= ∆ 2

΄Ασκηση 8. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) =
7

2
x2 +

7

2
y2 + 5z2 − xy − 2xz + 2yz

στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.
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Λύση. Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q είναι

A =

 7
2 −1

2 −1
−1

2
7
2 1

−1 1 5


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
7
2 − λ −1

2 −1
−1

2
7
2 − λ 1

−1 1 5− λ

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1+Γ2

∣∣∣∣∣∣
3− λ 3− λ 0
−1

2
7
2 − λ 1

−1 1 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = (3−λ)

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
−1

2
7
2 − λ 1

−1 1 5− λ

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ1

(3−λ)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1

2 4− λ 1
−1 2 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = (3−λ)

∣∣∣∣4− λ 1
2 5− λ

∣∣∣∣ = (3−λ)
(
(4−λ)(5−λ)−2

)
= (3− λ)(λ2 − 9λ+ 18) = −(λ− 3)2(λ− 6)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 3 πολλαπλότητας δυο και λ2 = 6 πολλαπλότητας ένα.
Για τον ιδιόχωρο V(3) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα: 1

2 −1
2 −1

−1
2

1
2 1

−1 1 2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 x− y − 2z = 0
−x+ y + 2z = 0
−x+ y + 2z = 0

=⇒ x = y + 2z

και άρα

V(3) =
{xy

z

 ∈ R3 | x = y + 2z
}

=
{y + 2z

y
z

 ∈ R3 | y, z ∈ R
}

=
{
y

1
1
0

+ z

2
0
1

 ∈ R3 | y, z ∈ R
}

=⇒ V(3) =
〈1

1
0

 ,

2
0
1

〉
Το παραπάνω σύνολο διανυσµάτων αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου V(3) που όµως δεν είναι
ορθογώνια. Για να ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση του V(3) εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-
Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε ~x1 = (1, 1, 0) και ~x2 = (2, 0, 1). Τότε ~y1 = ~x1 = (1, 1, 0) και

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

· ~y1 = (2, 0, 1)− 〈(2, 0, 1), (1, 1, 0)〉
〈(1, 1, 0), (1, 1, 0)〉

· (1, 1, 0)

= (2, 0, 1)− (1, 1, 0)

= (1,−1, 1)

Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων ~y1 και ~y2:

‖~y1‖ = ‖(1, 1, 0)‖ =
√
〈(1, 1, 0), (1, 1, 0)〉 =

√
2

‖~y2‖ = ‖(1,−1, 1)‖ =
√〈

(1,−1, 1), (1,−1, 1)
〉

=
√

3

Τότε η ορθοκανονική ϐάση του V(3) είναι

ΟΚΒ :
{
~ε1 =


1√
2

1√
2

0

 ,~ε2 =


1√
3

− 1√
3

1√
3

}
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Για τον ιδιόχωρο V(6) έχουµε το οµεγενές σύστηµα:−5
2 −1

2 −1
−1

2 −5
2 1

−1 1 −1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 −5x− y − 2z = 0
−x− 5y + 2z = 0
−x+ y − z = 0

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες εξισώσεις ϐρίσκουµε x = −y και αντικαθιστώντας στη τρίτη έχουµε
ότι z = 2y. Εποµένως έχουµε :

V(6) =
{xy

z

 ∈ R3 | x = −y και z = 2y
}

=
{
y ·

−1
1
2

 ∈ R3 | y ∈ R
}

=
〈−1

1
2

〉
και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιόχωρου V(6) είναι

ΟΚΒ :
{
~ε3 =

−
1√
6

− 1√
6

2√
6

}
Συνεπώς οι κύριοι άξονες της τετραγωνικής µορφής q είναι

{
~ε1 =


1√
2

1√
2

0

 ,~ε2 =


1√
3

− 1√
3

1√
3

 ,~ε3 =

−
1√
6

− 1√
6

2√
10

}
ή δουλεύοντας στον R3, οι κύριοι άξονες είναι τα διανύσµατα του R3:

~ε1 =
( 1√

2
,

1√
2
, 0
)
, ~ε2 =

( 1√
3
, − 1√

3
,

1√
3

)
, ~ε3 =

(
− 1√

6
, − 1√

6
,

2√
10

)
και η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονες γράφεται ως εξής :

q(x′, y′, z′) = 3(x′)2 + 3(y′)2 + 6(z′)2 2

΄Ασκηση 9. Να προσδιορισθεί το είδος των καµπύλων οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις :

(C1) : xy = 1

(C2) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 1

Λύση. Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q(x, y) = xy είναι

A =

(
0 1

2
1
2 0

)
και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι

PA(λ) =

∣∣∣∣−λ 1
2

1
2 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1

4

Συνεπώς έχουµε τις απλές ιδιοτιµές λ1 = 1
2 και λ2 = −1

2 . Τότε στους κύριους άξονες {~ε1,~ε2} η
τετραγωνική µορφή q γράφεται ως εξής :

q(x′, y′) =
1

2
(x′)2 − 1

2
(y′)2

και άρα η καµπύλη (C1) : xy = 1 παριστάνει υπερβολή αφού

(C1) :
1

2
(x′)2 − 1

2
(y′)2 = 1 =⇒ (x′)2 − (y′)2 = 2 : υπερβολή
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Για τη καµπύλη (C2) έχουµε ότι πίνακας της τετραγωνικής µορφής q(x, y) = 5x2−4xy+8y2 είναι

A =

(
5 −2
−2 8

)
και υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(λ) =

∣∣∣∣5− λ −2
−2 8− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(8− λ)− 4 = λ2 − 13λ+ 36 = (λ− 9)(λ− 4)

Εποµένως έχουµε τις απλές ιδιοτιµές λ1 = 9 και λ2 = 4. Τότε στους κύριους άξονες {~ε1,~ε2} η
τετραγωνική µορφή q γράφεται ως εξής :

q(x′, y′) = 9(x′)2 + 4(y′)2

και άρα η καµπύλη (C2) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 1 παριστάνει έλλειψη αφού

(C2) : 9(x′)2 + 4(y′)2 = 1 =⇒ (x′)2

1
9

+
(y′)2

1
4

= 1 : έλλειψη 2

΄Ασκηση 10. Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την
εξίσωση:

(S) : 9x2 − 4xy + 6y2 + 3z2 + 2
√

5x+ 4
√

5y + 12z + 16 = 0

Λύση. Θεωρούµε την απεικόνιση

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 9x2 − 4xy + 6y2 + 3z2

Τότε η απεικόνιση q είναι µια τετραγωνική µορφή της οποίας ο πίνακας είναι

A =

 9 −2 0
−2 6 0

0 0 3


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
9− λ −2 0
−2 6− λ 0

0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (3− λ) ·
∣∣∣∣9− λ −2
−2 6− λ

∣∣∣∣ = · · · = −(λ− 10) · (λ− 5) · (λ− 3)

και άρα έχουµε τις ιδιοτιµές : λ1 = 10, λ2 = 5, λ3 = 3. Στη συνέχεια υπολογίζουµε ορθοκανονι-
κές ϐάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων. Εύκολα ϐρίσκουµε τα εξής :

V(10) =
〈−2

1
0

〉 =⇒ ΟΚΒ του V(10) :
{
~ε1 =

−
2√
5

1√
5

0

}

V(5) =
〈1

2
0

〉 =⇒ ΟΚΒ του V(5) :
{
~ε2 =


1√
5

2√
5

0

}

V(3) =
〈0

0
1

〉 =⇒ ΟΚΒ του V(3) :
{
~ε3 =

0
0
1

}
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Τότε οι κύριοι άξονες της q είναι : {~ε1, ~ε2, ~ε3} και υπάρχει ορθογώνιος πίνακας

P =


−2√

5
1√
5

0
1√
5

2√
5

0

0 0 1


έτσι ώστε

tP ·A · P =

10 0 0
0 5 0
0 0 3


΄Εστω (x, y, z) ∈ R3. Τότε το τυχαίο διάνυσµα (x, y, z) γράφεται ως : (x, y, z) = x′~ε1 + y′~ε2 + z′~ε3
και έχουµε : xy

z

 = P ·

x′y′
z′

 =⇒ x =
−2x′ + y′√

5
, y =

x′ + 2y′√
5

, z = z′

Τότε η αρχική επιφάνεια γράφεται ως εξής :

10(x′)2 + 5(y′)2 + 3(z′)2 + 2(−2x′ + y′) + 4(x′ + 2y′) + 12z′ + 16 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5(y′)2 + 3(z′)2 + 10y′ + 12z′ + 16 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5
(
(y′)2 + 2y′ + 1

)
+ 3
(
(z′)2 + 4z′ + 4

)
+ 16− 17 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5
(
(y′)2 + 2y′ + 1

)
+ 3
(
(z′)2 + 4z′ + 4

)
= 1 (∗)

Η επιφάνεια (∗) προέκυψε από την αρχική µετά από στροφή των αξόνων η οποία προσδιορίζεται
από τον ορθογώνιο πίνακα P .

Τέλος ϑέτοντας
x′′ = x′, y′′ = y′ + 1, z′′ = z′ + 2

δηλαδή εφαρµόζοντας την παράλληλη µεταφορά

(x′, y′, z′) −→ (x′′, y′′, z′′) = (x′, y′, z′) + (0, 1, 2)

η εξίσωση (∗) γράφεται
10(x′′)2 + 5(y′′)2 + 3(z′′)2 = 1

η οποία παριστάνει ελλειψοειδές στο νέο σύστηµα συντεταγµένων το οποίο προέκυψε µετά από
στροφή και παράλληλη µεταφορά. 2

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy

(1) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.
(2) Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy = 8

(3) Να δείξετε ότι ο πίνακας A της τετραγωνικής µορφής q είναι ϑετικός και στη συνέχεια να
ϐρεθεί συµµετρικός και αντιστρέψιµος πίνακας B έτσι ώστε : B2 = A.
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Λύση. (1) Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q είναι

A =

 3 −1 0
−1 3 0

0 0 2


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 0
−1 3− λ 0

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
(
(3− λ)2 − 1

)
= (2− λ)2(4− λ)

και άρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 2 πολλαπλότητας δυο και λ2 = 4 απλή. Για τον ιδιόχωρο
V(2) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα: 1 −1 0

−1 1 0
0 0 0

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = y

και άρα

V(2) =
{xy

z

 ∈ R3 | x = y
}

=
{xx

z

 ∈ R3 | x, z ∈ R
}

=
{
x

1
1
0

+ z

0
0
1

 ∈ R3 | x, z ∈ R
}

=⇒ V(2) =
〈1

1
0

 ,

0
0
1

〉
Το παραπάνω σύνολο διανυσµάτων αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου V(2) που είναι ορθο-
γώνια. ΄Αρα µια ορθοκανονική ϐάση του V(2) αποτελεί το σύνολο

{
~ε1 =


1√
2

1√
2

0

 , ~ε2 =

0
0
1

}
Για τον ιδιόχωρο V(4) έχουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:−1 −1 0

−1 −1 0
0 0 −2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ y = −x και z = 0

και άρα

V(4) =
{xy

z

 ∈ R3 | y = −x και z = 0
}

=
{ x
−x

0

 ∈ R3 | x ∈ R
}

=
〈 1
−1

0

〉
Συνεπώς µια ορθοκανονική ϐάση του V(4) αποτελεί το σύνολο

{
~ε3 =


1√
2

− 1√
2

0

}
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΄Αρα οι κύριοι άξονες της τετραγωνικής µορφής q είναι

{
~ε1 =


1√
2

1√
2

0

 , ~ε2 =

0
0
1

 , ~ε3 =


1√
2

− 1√
2

0

}
και η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονες γράφεται ως εξής :

q(x′, y′, z′) = 2(x′)2 + 2(y′)2 + 4(z′)2

(2) Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε ότι

(S) : 2(x′)2 + 2(y′)2 + 4(z′)2 = 8 =⇒ (x′)2

4
+

(y′)2

4
+

(z′)2

2
= 1

και άρα το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy = 8

είναι ελλειψοειδές.
(3) Από το ερώτηµα (1) έχουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 2 > 0, λ2 = 4 > 0

και άρα ο πίνακας A είναι ϑετικός. Πάλι από το ερώτηµα (1) γνωρίζουµε ότι υπάρχει
ορθογώνιος πίνακας

P =


1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0


έτσι ώστε

tP ·A · P =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 =⇒ A = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP
Θεωρούµε το πίνακα

B = P ·

√2 0 0

0
√

2 0
0 0 2

 · tP = · · · =


1√
2

+ 1 1√
2
− 1 0

1√
2
− 1 1√

2
+ 1 0

0 0
√

2


Τότε

B2 = P ·

√2 0 0

0
√

2 0
0 0 2

2

· tP = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP = A 2


